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Lecons associées :

— 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

— 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

— 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence wu,i; = f(uy).
Exemples. Applications a la résolution approchée d’équations.

— 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou de sommes partielles
des séries numériques. Exemples.

but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme. Soit ¢ > 0 et f:[0,c] — [0,c|] une fonction continue, admettant en 0 un dévelop-
pement asymptotique de la forme f(x) = x — ax® 4+ o(z®) ot a >0 et a > 1.

Pour wy assez petit, la suite (uy,) définit par u,1 = f(uy,) pour tout n € N converge vers 0 et
on a

Up (na(a —1))T-=

Preuve:

Etape 1 : Montrons la convergence de (u,,)

Par continuité de f, on a f(0) = 0 et avec le développement asymptotique, il existe n > 0 tel

que pour tout x €]0,7], f(x) < x. Si up €]0, 7], la suite (u,) est décroissante et positive donc par
théoréme de convergence monotone, la suite (u,) converge vers 'unique point fixe sur [0, c| donc
converge vers (.

Etape 2 : Montrons ’équivalence de (u,)

Déterminons 3 tel que (u>,, — uf) ait une limite non nulle. Comme o > 1, on a

f2)f —2f = (z —az®+ o (2*) -2’

z—0

= 2P[1 — 2P 4 o (x°77))F —2F

z—0
_ BT a—1 a—1 ~ a+5—1
= 2’[—afz®" + ﬁgo(x )] o~ afx

En prenant 3 =1 -, on a f(z)’ — 2° — ala —1).

l—«

En particulier, comme la suite (u,) converge vers 0, on a u, 7 — u,* —— a(a — 1).

n—-4o00



Par théoréme de Cesaro, on a ! ~ ul ™™ —ul™@ ~ na(a—1). D’'ou
n——+00 n——+00

Uy~ (na(a—l))ﬁ

n—-+00
O
Application. Soit (u,) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N, u,1 = In(1 4+ u,). On
a
2 2lIn(n) In(n)
Up = ﬁ = 3n2 + n—ei-oo ( n2
Preuve: Comme In(1+z) =z — % + 00(:102) donc en appliquant le théoreme précédent avec
Tr—r
a:2eta:—%0naun ~ 2
n—+oo T
Pour aller plus loin, poussons le développement asymptotique :
ut, —u = (u _le + L + o0 (U3)>_1 — )t
n+1 n n 9 n 3 n n—too’ T n
I L 19 2\\—1
— ! (1= G+ gud+ o (@)= 1)
1 1 1
| I R 2
=u, (2un 5 Un + U+ n_>o+oo(un)>
1 1 1
=5 gty t, g () =5 et g ()
_ -1 “1_ 1 1 1
Donc en posant x, = u,;; —u,' — 3, on a x, Tl Y T
1
— diverge
Comme Z on vers , on a par sommation des relations de comparaison,
(é) est de signe constant
i 11 1
Ty ~ —= — ~ —=In(n
kgl kn%Jroo 6];1/{;n~>+oo §) ( )
D’ou
Dot =S =0 S n =2 e+ g ()
U " —uy =y U, — U, = — ry=—=— —In(n o (In(n
D’ou
n 1 -1
Up = (2 ~3 In(n) + nﬁqroo(ln(n)))
2 1 1 -
n 3 n—-+oo n
2  2In(n In(n
_2 2l ()
n 3n? n—+oo \  m2
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